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Prof. Dr. Hungerbiihler Prﬁfung - Sommer 2022 FS 2022

Single Choice Aufgaben

Die Single-Choice Aufgaben 1-20 haben jeweils vier Antwortmdglichkeiten, von denen
genau eine richtig ist. Fir jede korrekte Antwort erhalten Sie 1 Punkt, fiir jede inkor-
rekte oder nicht gegebene Antwort erhalten Sie 0 Punkte. Kreuzen Sie deshalb in jedem
Fall immer eine Antwort an.

1. Sei A= (82). Dann ist die Determinante det(A'* — A'2%) gleich...

v (a) 0
(b) 1
(c) 120
(d) 121

2. Sei A € R?*2 eine reelle Matrix. Falls die Matrix A die Eigenwerte 5 und 6 hat,
was sind dann die Eigenwerte von A2?

(a)

(b) 5 und 6
(c) 10 und 12
v’ (d) 25 und 36

3. Sei A € R™"™ eine symmetrische Matrix. Die Eigenwerte von A sind dann immer:

4. Ein Vektor v € R? hat beziiglich der Basis B := {( %), (§)} die Koordinaten
[v]s = (3). Die Koordinaten von v beziiglich der Standardbasis sind dann
gleich...

(

N W

SN2

(a
(

)
b) (?)
V() (1)
(d) (1)
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5. Sei A € R?*? diagonalisierbar mit Eigenwerten A; und \y. Dann ist die Deter-
minante det(e?) gleich...

6. Welche der folgenden Matrizen ist die Inverse von <_(2)2

(a) (’i/f vy )

o~ O

=)

N——
-~

7. Welche der folgenden Aussagen gilt allgemein fiir eine regulére Matrix A € R"*"?
Vi(a) (AT)7h= (AT
(b) (AT)T = (A7)T
(c) (A1)~ =(A7H)~
)

(d) keine der obigen Aussagen ist richtig

8. Welche der folgenden Aussagen impliziert nicht, dass die Matrix A € R"*" diag-
onalisierbar ist?
(a) A
(b) A besitzt n paarweise verschiedene Eigenwerte.
v (c)
)

(d) A besitzt n linear unabhéngige FEigenvektoren.

A ist regulér.
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9. Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor der Matrix (

Oo—N
=0
N=O

)?

[e=]

10. Was ist die Orthogonalprojektion von <6) auf den Vektor (i) beziiglich des
euklidischen Skalarprodukts in R3?

w

11. Sei A € R™™ eine (m x n)-Matrix. Welche der folgenden Aussagen ist im
Allgemeinen wahr?

v’ (a) Die Spalten von A spannen das Bild von A auf.
(b) Die Spalten von A bilden eine Basis des Bilds von A.
)
)

(c

(d) Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

Die Spalten von A spannen den Kern von A auf.

12. Sei 24 = B € R**? eine Matrix mit charakteristischem Polynom
pp(A) = det(B — M) = \* — 12\ + 8.

Welchen Wert hat Spur(A)?

(a) —12
v (b) 6

(c) —6

(d) 12
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1 a b+c
13. Was ist die Determinante det | 1 b c+a | ?
1 ¢ a+d
v (a) 0
(b) 1
(c) a+b+c
)

14. Welche der folgenden Mengen bildet eine orthonormale Basis von R3 ?
@ {(3)-(0)-(4)]
o {5 ()-5(0))
© {# (1) (1)- ()}

v' (d) Keine der obigen Mengen.

15. Welche Dimension hat der Losungsraum des folgenden Differentialgleichungs-
systems fiir z;(z) und z9(z)?

2l = ze” + 2}
2l 21+ sin(x)ze
(a) 2
(b) 4
vVi(c) b
(d) 6

16. Was ist die geometrische Interpretation der linearen Abbildung dargestellt von
der Matrix A = ( 9 *02) ?
(a) Eine Rotation von 7 um den Ursprung gegen den Uhrzeigersinn, bei der die
Lange der Vektoren unverandert bleibt.

v (b) Eine Rotation von 2 um den Ursprung gegen den Uhrzeigersinn, bei der die
Léange der Vektoren sich verdoppelt.

(c) Eine Rotation von § im Uhrzeigersinn um den Ursprung, bei der die Lénge
der Vektoren sich verdoppelt.

(d) Eine Rotation von 7 im Uhrzeigersinn um den Ursprung, bei der die Lénge

der Vektoren unveridndert bleibt.
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17. Wenn fiir eine Matrix P gilt, dass P = P?, dann gilt fiir jeden Eigenwert \
von P:

AeR, A0
AeC,mit [N\ =1

€ (0,1)
=loder A=0

(a)
(b)

(c) A
v (d) A

18. Die quadratische Form Q(xy,xy, x3) = 373 + 2235 — 27125 ist:
(a) positiv definit

(b) negativ definit

(c) indefinit

v’ (d) positiv semidefinit

19. Betrachten Sie zwei Matrizen A und B, so dass die Produkte AB und B A beide
definiert sind. Wenn nun A € R™*" ist, in welchem Raum befindet sich dann
die Matrix B?

20. Sei A € R3*3 eine Matrix mit komplexen Eigenwerten a + ib, a — ib (mit b # 0)
und einem reellen Eigenwert \. Welche Bedingung impliziert det A > 0 7
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Textaufgaben
Die offenen Aufgaben 21 bis 23 sollen mit einem sauberen Lisungsweg dokumen-
tiert werden. Diese drei Aufgaben ergeben bei korrekter Losung je 10 Punkte.

21. Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R? — R? z +— Ax, gegeben durch die

Matrix
1 -2
=0 1),

beziiglich der Standardbasis £ = {e1, e2}.

(a) |3 Punkte| Zeigen Sie, dass B := {2¢; — Hey, e; + 3ea} eine Basis von R?
bildet.

(b) |4 Punkte] Finden Sie die Ubergangsmatrix 7" von B nach &€ und ihre In-
verse T71.

(¢) |3 Punkte| Berechnen Sie die Darstellungsmatrix [f]|s von f beziiglich B.

Losung:

(a) Wir haben z(2e; — 5es) + y(e1 + 3e2) = 0 genau dann, wenn

(5300

Die Determinante der entsprechenden Matrix ist 11 # 0, also ist die einzige
Losung x = 0, y = 0. Daher ist B linear unabhingig und somit eine Basis
von R2.

(b) Die Ubergangsmatrix 7" und Thre Inverse 7' sind

(2 1 41 /3 -1
T—(_5 3> bzw. T —11(5 2).

Die Spalten von T sind die Elemente von B in £ ausgedriickt.

(c) Die Darstellungsmatrix [f]g von f beziiglich B ist

1 /31 —12
— -1 -
s =17 AT =3 (70 —31)'

22. Sei V der reelle Vektorraum, der von den Funktionen cos und sin aufgespannt
wird. B = {cos(x),sin(z)} ist eine Basis von V.

a unkte| Bestimmen Sie die lldungsmatrix |g|p der ildung
2 Punkte| Besti Sie die Abbild i der Abbild
g:V =V, yz)=y'(x) -y (z) - 2y(z)

beziiglich der Basis B.
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(b) |3 Punkte| Bestimmen Sie mithilfe von (a) die Losung y € V' von
y'(x) =y (x) = 2y(x) = 10 cos(x). (4)
(¢) [3 Punkte|] Verwandeln Sie die homogene Gleichung
y'(z) —y'(x) — 2y(x) = 0. (h)

in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung und bestimmen Sie so die
allgemeine Losung von ().

(d) [2 Punkte] Wie lautet demnach die allgemeine Losung von (7)?

Losung:
(a) Wir berechnen
g(cos(x)) = — cos(z) + sin(x) — 2 cos(x) = —3 cos(z) + sin(x),

g(sin(z)) = —sin(z) — cos(x) — 2sin(z) = — cos(x) — 3sin(z).
l9]s = (_13 :é) :
5 = (5 %)

um die partikuldre Losung y(z) = —3 cos(z) — sin(z) zu finden.

Es folgt daraus, dass

(b) Benutze Gauss oder

(¢) Mit yo = y,y1 = ¢ erhalten wir

w\ _ (0 1\ (v
(1 2 1) \n)
Das charakteristische Polynom der entsprechenden Matrix ist gegeben durch
p(A) = =A(1—=X) —2=(A+1)(A—2), also sind die Eigenwerte \; = —1
und Ay = 2. Daher lautet die allgemeine Losung von (/)
y(x) = cre™" + cpe®.
(d) Die allgemeine Losung von (7) ist gegeben durch

y(x) = -3 cos(x) — sin(:r;) + 61673: + 02623:7

wobei ¢, co € R.
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23. Sei P, der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 mit der Basis B = {1,z,2?}.
Weiter sei das folgende Skalarprodukt gegeben fiir p, ¢ € Ps:

(p,q) =2 /Ooop(a:)q(x)e‘h dx.

(a) |7 Punkte] Wenden Sie das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsver-
fahren auf B an, um eine Orthonormalbasis B’ zu erhalten.

Hinweis: Es gilt 2 [ 2" doz = 27"n! fir alle n € N, wobei wie
iiblich 0! = 1.

(b) [3 Punkte] Bestimmen Sie alle Elemente von Py, die auf p(z) := 2% — 1
orthogonal stehen.
Losung:

(a) Es folgt unmittelbar aus dem Hinweis, dass

(L) (La) (1,27 13 3
(#,1) (z,2) (z,2%) | =135 35 2
(x%,1) (2%,2) (2% 2?) 3 15
Folglich ist also l~)1 = b; = 1. Jetzt berechnen wir
~ 1
by=x—(x, )l =2 — =,
2
und die Norm von 52 ist
~ o 1 1 1 1
2 2 2z
Hb2||2—2/0 (z —3)% dr=5—5+,=7

Somit erhélt man die normalisierte Version by = 22 — 1.

Im dritten Schritt ergibt sich
by =22 — (22, 1)1 — (22,20 — 1)(2z — 1)

=2"—3—-(2z-1)

=a2? —2r + %,
und man kann berechnen, dass ||bs|, = 5. Der dritte Basisvektor ist dann
by = 2z° — 4z + 1.
Wir haben also die Orthonormalbasis

B = {1,220 —1,22° — 42 + 1}.
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(b) Sei q(x) = az® + bz + ¢ eine allgemeines Element von P,. Dann ist

(p,q) = 2/ (2% — 1)(az® + bz + c)e " dx
0

3 3 1 1 1 1
:—a+Zb+§(c—a)—§b—c:a+Z—Lb—éc.

Insbesondere ist (p,q) = 0 genau dann, wenn ¢ = 2a + g Wir schliefen
daraus, dass

(2 = 1)* = {az® + bz + (2a+ &) | a,b € R}.
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