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Single Choice Aufgaben 1-20

Winter 2022

Die Single Choice Aufgaben 1-20 bieten vier Aussagen an, von denen jeweils genau eine
richtig ist. Fir jede korrekte Antwort erhalten Sie 1 Punkt, fir jede inkorrekte oder micht
gegebene Antwort erhalten Sie 0 Punkte. Kreuzen Sie deshalb in jedem Fall immer

eine Antwort an.

1
1. Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor der Matrix | 1
1
2 8
(a) |1 (b) -3
3 1
-2 2
(c) | -2 (d) | -1
3 3

Losung: Korrekt ist (b) und es ist

2
(a) |1
3
8
v b) [ -3
1
—2
(c) | —2
3

=~ N O
[OS R V)
~



) [ -1
3

Die gegebene Matrix

1 6 2
1 21
1 4 3
hat die folgenden drei Eigenvektoren
2
V1 = 1 ,
2

Vg = -3

da
1 6 2 12 2
121 1l=(6]=6-(1],
1 4 3 2 12 2
1 6 2 8 -8 8
121 3l=(3]=01n [-3],
1 4 3 1 -1 1
1 6 2 -2 -2 -2
12 1 1l =(-1) =121
1 4 3 3 3 3

1 10
2. Welche der folgenden Matrizen ist die Inverse von | 2 3 17
-1 0 2
6 -2 1 6 -2 1
(a) | -4 3 -1 (b) -5 0 -1
3 -1 1 3 -1 1



Losung: Korrekt ist (¢) und es ist

6 -2 1
(a) -4 3 -1
3 -1 1
6 -2 1
(b)y | -5 0 -1
3 -1 1
6 -2 1
Vii)l-5 2 -1
3 -1 1
6 -2 1
(d 12 5 -3
3 -1 1
Es gilt
1 10 6 —2 1 6-5+0 —-2+2-0 1-140
2 31)-{-5 2 —-1|=112—-154+3 —4+6—-1 2-3+1
-1 0 2 3 -1 1 —-6-0+6 2+0-2 —-1-0+2

und da die Inverse eindeutig ist, folgt dass

-1

1 10 6 -2 1
2 31 =|-5 2 -1
-1 0 2 3 -1 1
3. Gegeben sei der Vektor v € R? durch
6
v:=1[ 8
37

beziiglich der Standardbasis &€ := {ey, €2, €3}, wobei

1 0 0
er:=10], e:=11 und ez ;= [0
0 0 1



Welche Darstellung besitzt dieser Vektor v beziiglich der Basis B := {by, bs, b3}, wobei

1 0 1
b1 = 2 s b2 = -2 und bg = 0 ?
3 ) —1
7 5
(a) | 3 (b) {0
—1 1
1 37
(c) | -3 (d) [ 8
5 6
Losung: Korrekt ist (a) und es ist
7
Vi) | 3
—1
)
(b) {0
1
1
(c) | =3
5
37
(d) | 8
6
Es gilt
6 7 0 -1 1 0 1
37 21 15 1 3 5 -1
7
und daher hat v beziiglich B = {by,bs,b3} die Koordinaten v = [ 3 | und die
—1

Antwortmoglichkeit (a) ist somit korrekt. Die anderen Antwortméglichkeiten sind alle
falsch, da nur eine Antwort korrekt sein kann.



4. Gegeben seien die vier Punkte p;, po, ps, ps in R? mit den Koordinaten

b1 = (17 5)7
b2 = (37 7)7
= (_37 9)7
= (2,6).
Welches ist der grosste Abstand D, den zwei dieser Punkte voneinander aufweisen?
(a) D=2V10
(b) D =42
(c) D=+/34
(d) D =65

Losung: Korrekt ist (a) und es ist

v (a) D =210
(b) D=4v2
(c) D=+/34
(d) D=+/65

Die 10 Abstéande zwischen den vier Punkten pq, ps, ps, ps sind gegeben durch

d(p17p1> = 07 d(p27p2>

0, d(ps,ps) =0, d(ps,ps) =0,
d(p1>p2> = d(p%pl) = ‘

QI -a-s
DI v
IC) - r-va
DI-I(C)|-e7- oo
I -
st | 3)- Q| ) 5=

d(p1,ps) = d(ps,p1) =

d(p2, p3) = d(ps, p2) =

d(p27p4> = d(p47p2) -

(5
(5)-
dtpr.pn) = dlprp) = | (1) -
() -
() -

Der grosstmogliche Abstand D ist daher gegeben durch D = 24/10.



5. Welcher der folgenden Ausdriicke definiert ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der
reellen 2 x 2-Matrizen?

(a) (A, B):= [l A]- || B]
(b) (A, B) := AB

(c) (A, B) :=det(AB)
(d) (A, B) := spur(AB7T)

(a) (A, B) = [ A]l - |IBll

(b) (A, B) := AB

(¢) (A, B) := det(AB)
v (d) (A, B) := spur(ABT)

Nur der Ausdruck (A, B) := spur(ABT) erfiillt (4, A) = 0 <= A = 0 zusammen mit
der Additionseigenschaft

(A,B+C) = (A,B) + (A,C)

eines Skalarproduktes.

6. Es seien A, B € R™*" zwei reelle Matrizen und I,, die n x n-Einheitsmatrix.
Welche der folgenden Antwortmoglichkeiten ist falsch?

(a) Es gilt stets det(A? +2A +1,,) = (det(A +1,,))>.

(b) Es gilt stets det(AB) = det(BA).

(c) Es gilt stets det(A% +2AB + B?) = (det(A + B))>.

(d) Es gilt stets det(A? + 2AB + 2BA + 4B?) = (det(A + 2B))>.

Losung: Korrekt ist (¢) und es ist

(a) Es gilt stets det(A? +2A +1,,) = (det(A + I,,)?).
(b) Es gilt stets det(AB) = det(BA).

v’ (c) Es gilt stets det(A? +2AB + B?) = (det(A + B))>.

(d) Es gilt stets det(A? + 2AB + 2BA + 4B?%) = (det(A + 2B))2.



Es gelten die folgenden Relationen:

(a) det(A? +24+1,) =det((A+1,)%) =det((A+1L,) - (A+1,))
=det(A+1,) - det(A+1,) = (det(4A +L,))?,
(b) det(AB) = det(A) - det(B) = det(B) - det(A) = det(BA),
(c) det(A* + 2AB + B?) # det(A® + AB + BA + B?) = det((A + B)?) = det((A + B) - (A + B))
= det(A + B) - det(A + B) = (det(A + B))?,
(d) det(A? +2AB + 2BA + 4B?%) = det((A + 2B)?) = det((A + 2B) - (A + 2B))
= det(A + 2B) - det(A + 2B) = (det(A + 2B))*.

Folglich ist (c) korrekt, da nur die Aussage in (c) falsch ist.

7. Welche der folgenden Abbildungen f ist linear?

(a) f:R=>R z—0

(b) frR>R z—22x+1

(c) f:R¥? 5 R¥2 A+ T, mit der 2 x 2-Einheitsmatrix I,
(d) f:R¥>? 5 R, A det(A)

Losung: Korrekt ist (a) und es ist

Vi@ f:RaR z—0
b) frR=>R z—2r+1
(c) f:R*? -5 R*>2 A T, mit der 2 x 2-Einheitsmatrix I,

(d) f:R**?2 5 R, A~ det(A)

Es gilt
(a) 0= flax + fy) = af(x) + Bf(y) =a-0+5-0=0,
(b)5=/2)=f1+1)# f1)+ (1) =3+3=6,
(¢) Iy = f(A+ B) # f(A) + f(B) = o + I = 2L,
(d) 4 = 22 - det(I) = det(2l,) = det(Iy + L) # det(Iy) + det(ly) = 1+ 1 = 2.

8. Gegeben seien die drei Punkte A = (—1,3,5), B = (2,-3,—4) und C' = (2,1,—-2) im
euklidischen Raum R3.
Welcher Punkt P ist die Orthogonalprojektion des Punktes C' auf die Gerade g, welche
durch die beiden Punkte A und B verlauft?



(a) P=(-2,5,8)
(b) P=(0,1,2)

(¢) P=(1,-1,-1)
(d) P=(3,-5,-7)

(d) P=(3,-5,-7)

Die Gerade g durch A = (—1,3,5) und B = (2, —3,—4) wird beschrieben durch die
Parameterdarstellung

i\ -1 3
g:luwm]l=13]|+A-|—-6 mit A € R,
ZN 5 -9

da mit A = 0 der Punkt A auf der Geraden g und mit A = 1 der Punkte B auf der
Geraden ¢ beschrieben wird.
Es sei P = (1,—1,—1). Dann gilt

SN 3 1
AB-PC=|—-6]-| 2 | =3-1249=0
-9 -1

und daher ist der Punkt P = (1, —1,—1) die Orthogonalprojektion des Punktes C' =
(2,1, —2) auf die Gerade g durch A und B. Somit ist die Antwort (c) korrekt.

. Welche Dimension hat der Vektorraum V bestehend aus allen Matrizen A der Form

a b c
A=1|(0 d e]| mit a,b,c,d,e, f €R und spur(A) =07
00 f
(a) dim(V) =3
(b) dim(V) =4
(¢) dim(V) =5
(d) dim(V) =6



Losung: Korrekt ist (¢) und es ist

Jede der sechs Variablen a, b, ¢, d, e und f représentiert eine mogliche Dimension und
die Spurbedingung spur(A) = a+d+f = 0 setzt drei mogliche Dimensionskomponenten
zueinander in Beziehung. Daher gilt stets, dass f = —a — d und alle tibrigen Variablen
a, b, ¢, d und e sind frei wéhlbare Dimensionen. Daher ist dim(V) =6 — 1 = 5.

10. Welche der folgenden Mengen A, B, C', D ist kein Untervektorraum des Vektorraumes

V = R3*3 bestehend aus allen 3 x 3-Matrizen, ausgestattet mit der Matrixaddition und
der skalaren Multiplikation?

(a) A:= 8
0
(b) B := 8
f
0
(¢) C:= b
0
(d) D:= g
0

b

oQ > ©0

“w oo O o

0
d

2L O @ o o O

o o O

a,b,c,d,e € R und a=d+e

a,b,c,d,e, f,g€e R und a=d—e

a,b,c,d,e, feR und a=d+1

a,b,c,d,e, f,g € R und a = 2d

Losung: Korrekt ist (¢) und es ist

(a) A:= 8

0

(b) B:= 8
f

0

vV i(c) C:= b
0

oQ o> © 06 o

o O Q

S8

™

|
|

2L O @ o o

a,b,c,d,e e R und a=d+e

a,b,c,d,e, f,geR und a=d—e

a,b,c,d,e, f R und a=d+1



b 0
(d) D:= d e la,bc,de, f,g R und a=2d
[y

S o 8

Die Abgeschlossenheit der Menge C' unter skalarer Multiplikation ist dquivalent zu
Aa = Ad + 1, aber es ist A\a = A(d+ 1) = AMd+ A\, da a = d + 1 gilt. Daher ist
die Menge C' kein Untervektorraum. Alle anderen Mengen A, B und D sind dagegen
Untervektorraume.

001 5
11. Welchen Rang hat die 4 x 4-Matrix (1) (1) 2 180 ?
005 3
(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4
Losung: Korrekt ist (¢) und es ist
(a) 1
(b) 2
v (c) 3
(d) 4
001 5
Die Treppennormalform der Matrix (1) ? 2 180 ist
005 3
116 8
001 5
00 0 —22
000 O

und daher ist ihr Rang = 3.

12. Betrachten Sie den R-Vektorraum F := F(R,R) der Funktionen von R nach R in der
Variablen x mit der Addition

(f+9)(x): = f(x) +g(x) VfgeFRR)

10



und der skalaren Multiplikation
Af)(x):=Af(z) VfeFR,R) und A e R.
Darin enthalten ist der Untervektorraum
Ps = {a0+a1x+a2x2+a3x3 | a; 6Rfiiriz0,1,2,3}

der reellen Polynome mit Grad < 3 in der Variablen z.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
(a) Die beiden Funktionen sin?(x) und cos?(z) sind linear abhingige Vektoren in F.

(b) Die beiden Polynome p(z) = 2% + 2x — 1 und ¢(x) = x(2? + 2z — 1) sind linear
abhangige Vektoren in F.

(c) Es gilt span {5, 1+ z,1 +z + 22,2 + 2} = Ps.

(d) Die Dimension des Untervektorraumes Ps ist 3.

Losung: Korrekt ist (¢) und es ist

(a) Die beiden Funktionen sin?(x) und cos?(z) sind linear abhingige Vektoren in F.

(b) Die beiden Polynome p(z) = 2% + 2z — 1 und ¢(z) = z(2* + 2z — 1) sind linear
abhangige Vektoren in F.

v’ (c) Esgilt span{5,1+ 2,1+ x + 22, 2% + 2} = Ps.

(d) Die Dimension des Untervektorraumes Ps ist 3.

Dies gilt, da

2

und weil die Menge {1, x, 2% 23} den Untervektorraum Ps aufspannt.

13. Fiir welchen reellen Parameter a € R hat das Gleichungssystem

r+y+3z=1
(a+1)x—22=2
r+(2—2a)y=3

nur den Punkt (z,y,2) = (3, —8,2) als Losung?

11



Losung: Korrekt ist (a) und es ist

v (a
(

S
I

)
b)
()
(d)

S
I

S
I

1
3
3
7

S
I

Das Gleichungssystem in der Matrixschreibweise ist

1 1 3 T 1
a+1 0 —21-ly| =12
1 2-2a 0 2 3
mit
1 1 3\ 7! . 4—da 6—6a —2
1 2-22 0 TRATLAT o 942 20—1 —a—1

Daraus erhalten wir, dass die Losung des gegebenen Gleichungssystems eindeutig ist.
Nun ist der Vektor (z,y,z) = (3,—8,2) mit a = 1 eine Losung des obigen Gle-
ichungssystems, da

34+ (-8)+3-2=1
(1+1)-3-2-2=2
3+4(2-2-1)-(-8) =3

und damit auch die einzige fiir a = 1.
Alle anderen Werte a = 3, a = 5 und a = 7 ergeben keine Losungen.

14. Welchen Wert hat der Ausdruck

1z 1 0 —2 -3 1 —z 2 1
spur [12 3 7 |-(1 4 =z |+[2]-(03 =2)+|—-1 1 1]]|?
10 —2 2 3 1 3 2 -3 4

(a) z+1

12



(b) 2o+ 3
(c) 25
(d) 31

Losung: Korrekt ist (d) und es ist

(a) =+ 1.
(b) 2z + 3.
(c) 25
v (d) 31
Es gilt
1« 1 0 -2 -3 1 —x
spur [ (2 3 7 1 4 z|+(2]-(03 =2)+ (-1
1 0 =2 2 3 1 3 2
[ (r4+2 4 +1 2% -2 1 —T
= spur 17 29 3r+1]+ 12 -(O 3 —2)—|— -1
|\ —4 -8 -5 3 2
[ [z +2 4 +1 222 0 3 -2 -z 2
= spur 17 29 3r+1]1+10 6 —4]+|—-1 1
|\ —4 -8 -5 09 —6 2 =3
[ [z +2 4z +1 222 —r 5 —1
= spur 17 29 3r+1]+| -1 7 =3
|\ —4 -8 -5 2 6 -2
[ /(2 4r+6 2°-3
= spur 16 36 3x — 2
\-2 2 -7
= 31.
Folglich ist die Antwort (d) korrekt.
1 2 5
15. Wie lautet das charakteristische Polynom der Matrix {0 —3 —51]7
0 0 2

(a) —a®+ T2 —6
(b) —23 +22% + 5z +1
(c) —2® +32% =32 +6

13



(d) —a3+4

Losung: Korrekt ist (a) und es ist

Wir lesen aus der Matrix ab, dass die Determinante der Matrix gleich 1-(—2)-3 = —6 ist.
Daher kann das charakteristische Polynom nur —z3+7x—6 lauten, da die Determinante
von —6 der konstante Term ist.

16. Welche der folgenden Matrizen ist nicht orthogonal?

01 0
(a) {0 0 1
1 00
20 3
by {0 1 0
5 0 2
1 1
R
© -5 0 %
0 1 O
0O 1 O
(@ |4 0
V3 o 1
2 2

Losung: Korrekt ist (d) und es ist

01 0
(a) {0 0 1
100
3
0 =5
) [0 1 o
4 3
5 0 3

1 1
R
@1 %%
0 1 0

14



Dies gilt, da
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1 25 1 3
0111 2
Welche der folgenden Mengen A, B, C', D ist eine Basis von ker(M)?

22105

17. Sei die Matrix M gegeben durch M := (

15



(/1
—1
(c) C:= 0
1
(\ 0
—2 1
—17 —1
@bo=<|3],]o0
0 1
L\ 7 0

—2 1
—19 -1
(a) A:= 3 1,10
0 1
(\ 7 0
( O 3
0
(b) B:= 0
0
\ 0 Vs
(/1
—1
(c) C:= 0
1
(\ 0
([ -2 1
—17 —1
vabp={|l3], 1o
0 1
L\ 7 0

Die Dimension des Bildes Im(M) ist 3 und die Dimension des Kerns ker(M) ist 2. Dies

16



gilt, da die drei linear unabhéngigen Vektoren

1
1 2513 0 1
01 1 12 ol=10],
2 1 D 0 2
0
0
1 5 1 3 0 1
01112 |ol=]1],
2 1 5 1
0
0
1 5 1 3 0 b}
0111 2 1{=11
22105 0 1
0
-2
—17
im Bild Im(M) liegen und die beiden linear unabhéngigen Vektoren 3 und
0
7
1
-1
0 | im Kern ker(M) liegen, da
1
0
-2
12513 —17 —2-34+15+0+21 0
01 1 12 3 |=| o—17+3+0+14 | ={0],
22105 0 —4-34+3+0+35 0
7
1
1 25 1 3 -1 1-2+0+1+0 0
01112 0 |=10-14+0+1+0| =10
22105 1 2—-24+0+0+0 0
0

17



Folglich ist die Menge

—2 1
—17] [ -1
D= 31,10
0 1
7 0

eine Basis von ker(M) und die Antwortmoglichkeit (d) somit korrekt. Alle anderen
Mengen A, B, C sind keine Basen von ker(M).

2 =3 =5
18. Welcher der folgenden Vektoren liegt nicht im Bild der Matrix {4 7 1 |7
6 4 -4
2 )
(a) 4 (b) | 1
6 —4
-3 -3
© | 7 (d) | 5
-1 2
Losung: Korrekt ist (¢) und es ist
2
(a) |4
6
)
(b) | 1
-4
-3
Vi) |7
—1
-3
(d) | 5
2
2 ) -3
Die Vektoren [ 4|, | 1 | und | 5 | aus (a), (b) und (d) sind im Bild der Matrix
6 —4 2

18



2 -3 -5
4 7 1 |, dagilt

6 4 —4
2 -3 -5 1 2
4 7 1 0l=1(4]1,
6 4 —4 0 6
2 -3 -5 0 -5
4 7 1 ol=1{(11],
6 4 —4 1 —4
2 -3 -5 1 -3
4 7 1 0]l =1 5
6 4 —4 1 2
-3 2 =3 =5
Der Vektor [ 7 | aus (c) ist nicht im Bild von [4 7 1 |, da nur Vektoren
-1 6 4 —4
a
von der Form b in diesem Bild liegen konnen, da die dritte Zeile der Matrix
a+b
2 =3 -5
4 7 1 | gleich der Summe der ersten beiden Zeilen ist
6 4 —4

(2 =3 =5)+(4 7 1)=(6 4 —4).

19. Welchen Wert hat die Determinante der Matrix

—_ O =
N = NN
— N O N
_ o O O

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

Losung: Korrekt ist (b) und es ist
(a) 1

19



v (b) 2
(c) 3
(d) 4

Es gilt mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz, dass

det

—_ O ==
N — NN
— N DN

20



1 -3 1

()= 2], 0],[0

3 ~1 1
1 3 ~1
VdD=S12],[-2],[2
1 -3 2

Es gilt die lineare Abhangigkeitsrelation

1 3 -1
1 -3 2

und folglich ist die Menge D keine Basis von R3. Da nur eine Antwort korrekt ist, ist
die Menge D die einzige Menge von Vektoren, welche keine Basis von R? bildet.
Zudem gilt

1 31
det {2 0 1] =-8=#0,
11 2
1 3 1
det{ O 1 0] =2#0,
-2 -3 0
1 -3 1
det {2 0 0| =47#0,
3 —1 1
1 3 -1
det |2 -2 2 | =0,
1 -3 2

was zeigt, dass die Mengen A, B und C auch wirklich Basen von R? sind.

21



Handaufgaben 21, 22 und 23

Die folgenden drei Handaufgaben 21, 22 und 23 sollen mit einem sauberen Losungsweg
dokumentiert werden. Diese drei Aufgaben ergeben bei korrekter Losung je 10 Punkte.

21. (10 Punkte)

(a) (2 Punkte) Berechnen Sie die Zeilenstufenform der Matrix

1 1 3 1
1 0 -2 =2
A 1 2 8 0
-2 -1 0 1

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix

1 -2 1
C:=12 -3 3
-1 2 1

(d) (3 Punkte) Losen Sie das lineare Gleichungssystem

r + 2y + 4z = 5
r + oy + 4z
r + 2y + 3z = 1

I
ot

Losung;:
(a) Es gilt
1 1 3 1 1 1 3 1
1 0o -2 =2 2.Z—1.ﬁ2—1.z 0O -1 -5 -3
12 8 0 4.242x(1.2) 0 1 5 -1
-2 -1 0 1 0 1 6 3
1 1 3 1 1 1 3 1
3.Zi>2.Z 0 -1 -5 -3 3.Zi4>.Z 0O -1 -5 -3
4z+22z |0 O 0 -4 0 0 1 0
0 O 1 0 0 0 0 -4

22



Wir haben damit die Zeilenstufenform

1 1 3 1
0O -1 -5 -3
0 0 1 0
0O 0 0 -4
von A.
(b) Esist
02 0
= det 10 1] —=A
070
=N -\
= A9 - \?)

—AB- NGB+

o O =
O = O
—_ o O

das charakteristische Polynom von B und daher sind die drei Eigenwerte von B

gegeben durch \y = —3, Ay = 0 und A3 = 3.
(¢) Wir berechnen

O =

3.2=3.Z—0x(2.2)
—

N = =

1 -2 1 1
2.2=2.7-2x(1.2)
+2| 2 -3 3 —
1121 2 1 3.2=3.Z41x(1.Z) 400
1 00
= L=|2 10
-1 0 1
und
1 -2 1
R=1[0 1 1| (aus(x)).
0 0 2

(d) Gegeben ist

r + 2y + 4z
r + oy + 4z
r + 2y + 3z

Es gilt

(aus den fettgedruckten Manipulationen)




und es folgt, dass z = 4 ist.
Nun folgt, dass

r + 2y + 16 = 5
3r + y + 16 = 5,

was aquivalent ist zu

r + 2y = —11
v + y = —11
und es ergibt sich daraus
r + 2y = —11
—by = 22.
2 ot 11
Es folgt dass y = —% und daraus ergibt sich sofort auch z = —=-.

Daraus ergibt sich
11 22
=(-——,—,4).
(Q:? y? Z) ( 5 ) 5 Y )

22. (10 Punkte)

(a) (3 Punkte) Gegeben sei der Vektorraum R? mit der Standardbasis

1 0 0
B:= 0),(1],10
0 1
Durch die Wahl der neuen Basis
1 2 1
C:= 21,111.,10
0 2 1

werden neue Koordinaten eingefithrt. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix 7' von

B nach C.

(b) (2 Punkte) Gegeben sei wiederum der Vektorraum R* mit der Standardbasis B.
Die Matrix

S = N
— N W
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()

definiert eine lineare Abbildung von R3 nach R3 beziiglich der Standardbasis B.
Durch die Wahl einer neuen Basis D werden neue Koordinaten eingefithrt. Die
Ubergangsmatrix M von B nach D sei

M=

O = O
_— o O
O O =

Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung A beziiglich der neuen Koor-
dinaten, welche zur Basis D gehoren, beschrieben?

(3 Punkte) Es sei P3 der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3.
Gegeben sei die folgende lineare Abbildung

F :P3— P
p(x) — 2p"(x) + 3xp/ (2).

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix D von F beziiglich der Standardbasis £
von Ps, wobei

E:= {1,1’,:62,3/:3}_
(2 Punkte) Es sei Py der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 und
A= {al(as) = —1,as(z) ;== 2+ 1,a3(x) := P R 1}‘

Schreiben Sie das Polynom p(z) := 22 + 2 — 2 in den Koordinaten der Basis A.

Losung:

(a) Die Ubergangsmatrix von C nach B ist gegeben durch

1 21

S=12 10

0 2 1

Es gilt
—1

1 21 1 0 -1
T=S't=[210 =[-2 1 2
0 2 1 4 -2 -3

fiir die Ubergangsmatrix von B nach C.
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(b) Es gilt

00 1 010
M71=1100 =10 0 1
010 1 00
und damit berechnen wir
001 1 2 3 010 110
B=MAM=t'=1]10 0 4 1 2 00 1l=1[31 2
010 101 1 00 2 4 1

F(1)=2-1"+32-1 =0,
F(z) =22" + 3z -2’ = 3z,
F(2?) = 2(z*)" + 3u(2®) = 4 + 622,
F(x) = 2(2)" + 32(2®) = 120 + 923,
Dabher ist
004 O
0 3 0 12
D=Fle=10 06 o
000 9
(d) Es gilt

px) =20 +2-2=3-(=1)— (x+ 1)+ 22>+ +1).

Daher hat das Polynom p(x) = 22? + = — 2 die Koordinaten (3, —1,2) beziiglich
der obigen Basis A.

23. (10 Punkte)

(a) (2 Punkte) Es sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 und
F die lineare Abbildung

F: 7)2 — 732
p(z) = zp'(2).

Finden Sie dasjenige Polynom p(z) € Ps, fiir welches folgendes gilt:
F(p(x)) = p(z) und p(1) = 3.
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(b) (4 Punkte) Es seien C([0,1]) und C'([0,1]) die Vektorraume der stetigen Funk-
tionen und der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1]. Gegeben sei zudem
die lineare Abbildung

T : CY([0,1]) — C(]0,1])
f(@) = f(@).

Bestimmen Sie denjenigen Eigenwert A € R und die dazugehorige Eigenfunktion
or(z) € C'([0,1]) der linearen Abbildung 7 (d.h. T (¢x(x)) = Apr(2)), sodass
®x(0) =1 und ¢, (1) = 2 gilt.

(¢) (4 Punkte) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung des linearen Differential-
gleichungssystems

y = Ay,

wobei die Matrix A gegeben ist durch

A=

o = O
N O N
o = O

Losung:
(a) Es sei p(z) = az* + bx + ¢ € P das gesuchte Polynom. Dann gilt
F(p(z)) = zp'(z) = (2ax + b) = 2a2® + bx = az® + bx + ¢ = p(x)
und
p(l)=a+b+c=3.

Daraus folgt, dass a =0, b = 3 und ¢ = 0.
Damit ist das gesuchte Polynom p(x) = 3.

(b) Die Gleichung
T(9a(x)) = d)(x) = Apa(x)
hat die Eigenfunktionen
gr(z) = Ce™ fiir alle X € R,

Nun muss gelten

$x(0) =Ce’ =C =1,
PA(1) = Cet = e =2 <= \ = In(2) = ¢y(z) = D" =27,
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(c) Die Eigenvektoren der Matrix

0 20
A:=|(1 0 1
020
sind gegeben durch
1
vp= (-1 )
1
-1
Vg = 0 )
1
1
V3 = 1
1

und ihre Eigenwerte sind A\ = —2, Ay = 0 und \3 = 2.
Mit der Transformationsmatrix

1 -1 1
T=|-1 0 1
1 1 1
gilt
-2 0 0
D:=T'AT =10 0 0
0 0 2

Nach der Transformation y(t) = Tz(t) ist das Differentialgleichungssystem durch
t(t) = Dx(t), also

1 (t) = —211 (1),
ia(t) = 0,
i5(t) = 225(t)

gegeben. Das transformierte System hat die allgemeine Losung

r1(t) = cre” ™,
.Tg(t) = Co,
z3(t) = cge®.

28



Die allgemeine Losung des urspriinglichen Systems ist also durch

y(t) = Tux(t)
1 -1 1 cre”
= —1 0 1 . (6))
1 1 1 cse?t
cre” % — ¢y + c3e?
= —cre %+ cge? mit ¢, co,c3 €R

cre 2t + ¢y + c3e?t

gegeben.
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