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Single choice Aufgaben

Die Single-Choice Aufgaben 1-20 haben jeweils vier Antwortmdglichkeiten, von denen
genau eine richtig ist. Fir jede korrekte Antwort erhalten Sie 1 Punkt, fiir jede inkor-
rekte oder nicht gegebene Antwort erhalten Sie 0 Punkte. Kreuzen Sie deshalb in jedem
Fall immer eine Antwort an.

1. Sei f : R® — R? eine lineare Abbildung gegeben durch f(z,y,z) = (z,y)
beziiglich die Standardbasen {ej,e2,e3} bzw. {ej,e2}. Die Darstellungsmatrix
von f beziiglich der Basen {ej, €3, €3} von R? und {ey, e; +e3} von R? ist dann...

@ ()
() (841)
Vo (878)
@ (11)

2. Fiir welchen Wert von k besitzt das folgende lineare Gleichungssystem eine Lo-

sung?
2 + y = 5
r — 3y = —1
3r + 4y = k
(a) 1
(b) 2
(c) 5
v (d) 10
3. Sei A= <_82 % g) Was sind die Eigenwerte von (A71)T?
(a) —2,8 und 5
(b) 2,—8 und —5
v (c) —3,% und }
(d) 3,—3 und —
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4. Fiir welche Matrix A € R3*3 ist (x,y) := 2T Ay ein Skalarprodukt auf R3?

163
@ (433)
~100
o) (§42)
12 2
© (134)
311
<@ (1
5. Welcher der folgenden Vektoren ist kein Eigenvektor der Matrix (? %) g)?

o (%)
o (
‘o (1)

6. Welche Formel gilt fiir alle reguléren (n x n)-Matrizen?

) A(B+C)*’C~'=A2B+C)+ AB*C™!

b) (A+ B)? = A?> + 2AB + B*

v (¢) C(A+ B)A"'C~' = CB((CB)™' + (CA)™)
(d) (A+A )2 =424+ A2 41

(a
(

7. Welche der folgenden Matrizen ist die Inverse von <§ z —11> ?

1/3 1/2 1/3
(a) (—1 )
-1 71/6

—1/21/2 2/3
1/3 1 )

0 —1/3

1/3 -1 —1/3
1/6 1 1/3
0 1 71/3>
1 —-1-1/3

1/6 1/2 2/3
( 1/3 0 —1/3)
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8. Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Welche der folgenden Aussagen gilt im
Allgemeinen nicht?

(a) A ist halbeinfach.
(

v (b

) A ist regulér.
(c) A ist diagonaliserbar.
)

(d) A besitzt eine Eigenbasis.

9. Welche der folgenden Teilmengen des Vektorraums von reellen Funktionen F'(R,R) :=

{f : R — R} ist kein Untervektorraum?

(a) {fR—=>R[f(5) =0}
vV (b) {f:R=R|f(0)=1}
(c) F(R,R)
(d) {f:R — R fist von der Form f(z) = ax® + bx mit a,b € R}

N

10. Was ist die Orthogonalprojektion von (—31> auf den Vektor <
euklidischen Skalarprodukts in R3?

) beziiglich des

V)

11. Ein Vektor v € R? habe beziiglich der Basis B := {(3), (7 )} die Koordinaten
[v]s = (3). Die Koordinaten von v beziiglich der Standardbasis sind dann...
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12. Betrachten Sie die Abbildung f : R" — R™, gegeben durch eine Matrix A, so
dass f(x) = Az. Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen nicht?
(a) dim(im A) + dim(ker A7) =m
(b) f ist eine lineare Abbildung.
vV (c) im A L ker A
)

(d) im A und ker AT spannen zusammen R™ auf.

1 2 -5
13. Welche Wert hat die Determinante det | 0 1 2 ?
1 2 -3

(a) —2
v (b) 2
(c) 1
(d) -1

14. Fiir eine Matrix A gelte A2 — A — 1= 0. Dann gilt...

(a) A ist nicht regulér

(b) A ist regulér, aber die obige Information reicht nicht aus, um A~! zu berech-
nen.

(c) Al=A+1
Vd Al=A-1

15. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung y"”(z) = y”(z) + 5y(x). Welche
Dimension hat der Losungsraum?

V() (AB)™)T = (A)(B7)T
(b) (AB)™)T= (B HT(A )T
(¢) (AB)™)T = B'A-'BTAT
(d) ((AB)™))T = BTATB—1 A~
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17. Welche der folgenden Aussagen gilt allgemein nicht fiir zwei &nliche Matrizen
A, Be R™™

(a) Die Eigenwerte von A sind die gleichen wie die Eigenwerte von B, mit
gleichen algebraischen Vielfachen.

(b) Sei A= P7'BP, wo P orthogonal ist. Die Matrix B ist orthogonal, genau
dann, wenn A orthogonal ist.

(¢c) Rang B = Rang A

v’ (d) A ist symmetrisch, genau dann, wenn B symmetrisch ist.

18. Die quadratische Form Q(xy,xs, x3) = 523 + 3735 — 22115 ist:

1 1 3
: 3 4 : . 2 3 8
19. Sei f : R® — R* eine Abbildung f(z) = Az, wobei A = s 5 13| Dann
1 -2 =2
ist die Dimension des Bilds von f gleich...

(a) 1
(b) 2
v () 3
(d) 4

20. Sei T'(z) = Az die Orthogonalprojektion auf eine Ursprungsgerade L in R?. Was
konnen Sie iiber die Eigenwerte und Eigenrdume von 7' sagen?

(a) Es héngt von der Ursprungsgerade L ab, daher sollte man zunédchst L
angeben.

(b) Die Eigenwerte sind —1,0 und 1, wobei jeder Eigenraum die Dimension 1
hat.

V' (c) Die Eigenwerte sind 0 und 1, mit entsprechenden Eigenriumen der Dimen-
sion 2 bzw. 1.

(d) die Eigenwerte sind 0 und 1, wobei die beiden entsprechenden Eigenrdume
die Dimension 1 haben.

DATUM, 2023 5/ 9



D-MAVT/D-MATL LINEARE ALGEBRA I/11 ETH Ziirich
Prof. Dr. Hungerbiihler Priifung - Winter 2023 2023

Textaufgaben
Die offenen Aufgaben 21 bis 23 sollen mit einem sauberen Lisungsweg dokumen-
tiert werden. Diese drei Aufgaben ergeben bei korrekter Lisung je 10 Punkte.

21. Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R? — R3, z +— Az, gegeben durch die
Matrix

beziiglich der basis € = {eq, s, €3}.
(a) [3 Punkte] Finden Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Ist A
diagonaliserbar? Begriinden Sie Thre Antwort.

(b) |4 Punkte| Zeigen Sie, dass B =: {e; + 2ea,2e1 + 3ea, €1 + 262 + 3e3} eine
Basis von R? bildet. Finden Sie die Ubergangsmatrix 7" von B nach £ und
ihre Inverse 7.

(c) |3 Punkte| Berechnen Sie die Darstellungsmatrix [f]|s von f beziiglich B.

Losung:
(a) Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
pa(A) = =A(A = 1)(A = 3),

also sind die Eigenwerte Ay = 0, A\s = 1 und A3 = 3. Die zugehérigen
Eigenvektoren sind:

V1 = (1, 1, 1)T
ve = (—1,0,1)T
vy = (1,-2,1)T.

Die Matrix A ist diagonalisierbar, da alle Eigenwerte algebraische Vielfach-
heit 1 haben (alternativ: die gefundenen Eigenvektoren sind linear unab-
héngig).

(b) Wir haben x(e; + 2e3) + y(2e1 + 3e2) + z(e1 + 2e2 + 3e3) = 0 genau dann,
wenn

Die Determinante der entsprechenden Matrix ist —3 # 0, also ist die einzige
Losung = 0, y = 0, 2 = 0. Daher ist B linear unabhingig und somit eine
Basis von R?. Die Ubergangsmatrix 7" und ihre Inverse 7! sind

1 21 -3 2 -1/3
T=12 3 2 bzw. T'=(2 =1 0
00 3 0o 0 1/3
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Die Spalten von T sind die Elemente von B in £ ausgedriickt.

(c) Die Darstellungsmatrix [f]g von f beziiglich B ist

29/3 12 8/3
fls=T'AT=| -5 —6 -2
—2/3 -1 1/3

22. Sei V der reelle Vektorraum mit Basis B = {e”, €37 }.
(a) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix [g]z der Abbildung
g:V =V, y@) =y (z) -3y (x) + 2y(z)

beziiglich der Basis B.
(b) |8 Punkte| Bestimmen Sie mithilfe von (a) eine Lésung y € V' von

y'(z) = 3y (2) + 2y(x) = 2¢™. (4)
(c) |3 Punkte| Verwandeln Sie die homogene Gleichung

y'(x) =3y (x) + 2y(z) = 0. (h)

in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung und bestimmen Sie so die
allgemeine Losung von (h).

(d) [2 Punkte] Wie lautet demnach die allgemeine Losung von (7)?

Losung:
(a) Wir berechnen

e’ —3e"+ 2" =0

96333 _96333 +263x — 263:1:

l9]5 = (8 g) :

(b) Aus (a) folgt, dass €3 eine Losung des inhomogenen Systems und e” eine
Losung des entsprechenden homogenen Systems ist. Eine Losung y € V' ist
also gegeben durch

g(e”)
g9(e*)

Es folgt daraus, dass

y(z) =e

(c) Mit yo = y,y1 = v’ erhalten wir

() =(% 5 ()
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Das charakteristische Polynom der entsprechenden Matrix ist gegeben durch
p(A) = =AB—A)+2=(A—1)(A—2), also sind die Eigenwerte A; = 1 und
Ay = 2. Daher lautet die allgemeine Losung von (/)

y(xr) = cre” + o€,
wobei ¢, ¢y € R.
(d) Die allgemeine Losung von (7) ist gegeben durch
y(x) = cre” + cpe® + e,

wobei ¢y, co € R.

23. Sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 mit der Basis B = {1, z, 2*}.
Weiter sei das folgende Skalarprodukt gegeben fiir p,q € Ps:

(p,q) = /_lp(:v)q(:v) dx.

(a) |7 Punkte] Wenden Sie das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsver-
fahren auf B an, um eine Orthonormalbasis B’ zu erhalten.

(b) |8 Punkte] Projizieren Sie das Polynom 3z? orthogonal auf den Unterraum
span{l,z}.
Losung:

(a) Wir normieren das erste Polynom

||1||:«/(1,1>:1//_111-1d:x:\/§,

1

so dass by (z) = T = 75 Jetzt berechnen wir

1
wobei

1
(x,%)z/_lx~\/$§dx:()

Daher miissen wir nur b(z) normalisieren, und es gibt
1

2

|z|| = / :B-$d$:£.
-1

Somit erhalten wir die normalisierte Version by(z) = V3. Im dritten Schritt
ergibt sich .
bae) = 2% — (%, By B — (a2, 1) L

DATUM, 2023 8/ 9



D-MAVT/D-MATL LINEARE ALGEBRA I/11 ETH Ziirich
Prof. Dr. Hungerbiihler Priifung - Winter 2023 2023

und wir berechnen

1
(22, L3g) = / \/gx?’dcc =0 (ungerade Integranden)

Es folgt dass by(z) = 2% — 5, und die Norm ist

Der dritte Basisvektor ist dann

bale) = 330" = 375

und wir haben also die Orthonormalbasis

35 .2
{757_ 72\/’37 _Qf}

(b) Aus (a) haben wir fiir span{l,z} die Orthonormalbasis {\/5, \[{L‘} Die
orthogonale Projektion von 322 auf diesen Unterraum ist somit gleich

fx>\/§

2

Die auftretenden Skalarprodukte haben wir bereits ausgerechnet und damit
erhalten wir p(x) = 1 als Projektion von 322
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